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Aussagenlogik

Die Aussagenlogik ist die Theorie der aussagenlogischen Operationen. Hierunter versteht man die Verknüpfung von Aussagen zu einer neuen Aussage, deren Wahrheit oder Falschheit nur von den Wahrheitswerten der Aussagen abhängt, aus denen sie zusammengesetzt ist.

Aussagenlogische Operationen

Für die nachstehenden Erklärungen werden die beiden Aussageformen A und B verwendet.

Aussagevariable: eine Variable, die einen der Wahrheitswerte „wahr“ (im folgenden abgekürzt durch W) und „falsch“ (im folgenden abgekürzt durch F) annehmen kann. Aussagevariablen werden durch kursiv formatierte Buchstaben mit oder ohne Index dargestellt. (A, B, A1...)

Junktor: Verknüpfungszeichen (┐, &, (, →, ↔)

Aussageform: (1) Aussagevariablen; (2) ein Ausdruck, in dem Aussagevariablen durch Junktoren miteinander verknüpft sind. Aussageformen werden durch fett formatierte Buchstaben dargestellt (A, B...)

1) Negation (┐A)

┐A bedeutet das logische Gegenteil der Aussage A. Ist A wahr, dann ist ┐A falsch, und umgekehrt. Die Negation ist das einfachste Beispiel einer aussagenlogischen Operation.

2) Konjunktion (A & B)

A & B ist nur dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr sind. A & B wird manchmal auch als A ( B angeschrieben.

3) Adjunktion/Disjunktion (A ( B)

A ( B ist dann wahr, wenn mindestens einer der beiden Ausdrücke A und B wahr ist.
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Subjunktion (A → B)

A → B bedeutet: „Wenn A wahr ist, dann muß auch B wahr sein“. Der Ausdruck A → B ist nur dann falsch, wenn diese Bedingung nicht erfüllt ist, daß heißt, daß B falsch ist, obwohl A wahr ist. Zur Verdeutlichung ist die Wahrheitstabelle abgebildet.

5) Bijunktion (A ↔ B)

A ↔ B ist dann wahr, wenn A und B den gleichen Wahrheitswert haben. Die Bijunktion ist damit das logische Gegenteil der „exklusiv-oder“ Operation, die nur dann wahr ist, wenn nur einer der beiden Werte wahr ist.

Wahrheitswertetafeln

Wahrheitswertetafeln oder Wahrheitswertetabellen veranschaulichen den Zusammenhang zwischen Wahrheitswerten verschiedener Aussageformen und Variablen. Jede Zeile der Tabelle entspricht einer bestimmten Bewertung der Variablen. Die einzelnen Aussageformen innerhalb der zu betrachtenden Aussageform werden in die Spalten eingetragen und berechnet. Um zum Beispiel eine Wahrheitswertetafel für die Funktion (┐A ( B) ↔ A zu erstellen, werden die möglichen Werte für A und B eingetragen und die entsprechenden Werte für ┐A, (┐A ( B) und (┐A ( B) ↔ A errechnet. Dadurch läßt sich feststellen, welche Variablenbelegung (jede Variable kann unabhängig einen der Werte W oder F annehmen) zu welchem Wahrheitswert der betrachteten Aussageform führt.

Eine Spezialform sind die verkürzten Wahrheitswertetabellen, bei denen das Ergebnis der Aussageformen nicht in eine separate Spalte, sondern direkt unter den Junktor geschrieben wird.

Tautologie und Kontradiktion

Eine Tautologie ist eine allgemeingültige Aussageform, daß heißt, daß die Aussageform immer wahr ist, unabhängig von der Bewertung ihrer Variablen. Beispiele für Tautologien wären A → A, A ( ┐A und (A ( B) ↔ (B ( A). Egal, welche Werte die Variablen A und B annehmen, die Aussageform wird immer wahr sein. Ersetzt man die Variablen durch andere Aussageformen, so bleibt die betrachtete Aussageform eine Tautologie.

Eine Kontradiktion ist das logische Gegenteil einer Tautologie, daß heißt, daß die Aussageform immer falsch ist, unabhängig von der Bewertung ihrer Variablen. Beispielsweise kann man für die Variable in den Aussageformen A & ┐A und A ↔ ┐A beliebige Wahrheitswerte einsetzen, das Ergebnis wird immer F lauten.

Implikation und Äquivalenz

A impliziert B, wenn A → B allgemeingültig (d. h. eine Tautologie) ist. Wenn A wahr ist, dann muß auch B wahr sein. Beispiel: (C & D) impliziert D. Wann immer der Ausdruck (C & D) wahr ist, muß auch der Ausdruck D wahr sein. Um das zu überprüfen, beweist man, daß (C & D) → D eine Tautologie ist.

A und B sind logisch äquivalent, wenn A und B unabhängig von der Variablenbewertung immer den gleichen Wert haben. Dies läßt sich prüfen, indem man beweist, daß A ↔ B eine Tautologie ist. Wie oben erwähnt, ist die Bijunktion immer dann wahr, wenn A und B gleichwertig sind. (A & B) und (B & A) sind zum Beispiel logisch äquivalent, da die beiden Ausdrücke immer den gleichen Wahrheitswert haben, egal wie man A und B bewertet.

Adjunktive Normalform

Eine Aussage liegt in adjunktiver (oder disjunktiver) Normalform vor, wenn sie nur aus Konjunktionstermen besteht, die adjunktiv verknüpft wurden. Ein Konjunktionsterm ist entweder eine negierte oder nicht-negierte Variable oder eine Konjunktion solcher Variablen, wobei jede Variable nur einmal auftreten darf. Beispielsweise wären A, ┐A & B und A & B & ┐C Konjunktionsterme, und die adjunktive Normalform wäre A ( (A & B) ( (A & B & ┐C).
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Die adjunktive Normalform kann dazu verwendet werden, aus einer Wahrheitswertetabelle oder einer Schaltung (siehe unten) die entsprechende Aussageform abzuleiten. Beispielsweise könnte man die Aussageform zu nebenstehender Wahrheitstabelle finden, indem man alle Zeilen durchgeht und die Zeilen, die als Ergebnis W haben, durch eine Konjunktion darstellt. Damit Zeile 1 W ergibt, kann der Ausdruck (A & B) verwendet werden; Zeile 2 wird wahr, wenn die Konjunktion (┐A & B) angewandt wird. Die restlichen Zeilen können ignoriert werden, da sie F als Funktionswert haben. Verknüpfen wir nun die beiden Ausdrücke adjunktiv, so erhalten wir die Ausdrucksform, auf der diese Wahrheitswertetabelle basiert: (A & B) ( (┐A & B)
Schaltalgebra

In einem Schaltnetz kann ein Schalter zwei Zustände haben: offen oder geschlossen. Einem Schalter ist eine Aussage zugeordnet. Ist diese Aussage falsch, ist der Schalter offen; es fließt kein Strom. Ist diese Aussage hingegen wahr, ist der Schalter geschlossen, und es kann Strom fließen.
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Parallelschaltung: Sind die Schalter parallel angeordnet, entspricht das einer Adjunktion. Sind zum Beispiel die beiden Schalter A und B parallel angeordnet, dann fließt Strom, wenn entweder A, B, oder beide geschlossen sind. Das entspricht der Aussageform (A ( B), die dann wahr ist, wenn entweder A, B, oder beide wahr sind.
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Serienschaltung: Liegen die Schalter in Serie, entspricht das einer Konjunktion. Sind zum Beispiel die beiden Schalter A und B in Serie angeordnet, dann fließt Strom, wenn sowohl A als auch B geschlossen ist. Das entspricht der Aussageform (A & B), die dann wahr ist, wenn sowohl A als auch B wahr ist.

Serienparallelschaltung: Eine Schaltung, in der parallel und in Serie angeordnete Schalter gleichzeitig auftreten können.

Durch das Vereinfachen der Bedingung (= der Aussageform) kann auch der Schaltkreis vereinfacht werden. Beispielsweise benötigt die Schaltung mit der Bedingung (A & C) ( (┐A ( B) vier Schalter. Vereinfacht man die Aussageform jedoch zu C ( ┐A ( B, kommt man mit nur drei Schaltern aus.

Logische Schaltungen

Die Aussage bestimmt nicht mehr, ob ein Schalter gesetzt ist, sondern ihr Wahrheitswert wird an ein spezielles Schaltelement weitergegeben. Dieses führt dann eine aussagenlogische Operation durch. Nachfolgend sind einige gebräuchliche Schaltelemente aufgeführt. Jeder Eingang und Ausgang kann einen der zwei Zustände 1 oder 0 haben. Ist die Aussage, die den Zustand eines Einganges festlegt, wahr, so hat dieser Eingang den Zustand 1. Wäre die Aussage falsch, hätte der Eingang den Zustand 0. Da diese Schaltungen in der Elektronik verwendet werden, haben Eingänge und Ausgänge meistens dann den Wert 1, wenn Strom fließt, und 0, wenn das nicht der Fall ist.

6) UND-Gatter 
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Das UND-Gatter besitzt zwei oder mehrere Eingänge und führt eine Konjunktion durch. Werden an die Eingänge zum Beispiel die Zustände der Aussageformen A, B und C angelegt, so errechnet sich der Zustand des Ausganges durch A & B & C. Ein UND-Gatter liefert also nur dann den Ausgangswert 1, wenn alle Eingange auch den Wert 1 haben.

7) ODER-Gatter 
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Das ODER-Gatter besitzt auch zwei oder mehrere Eingänge und führt eine Adjunktion durch. Beispielsweise liefert ein ODER-Gatter mit den Eingängen A, B und C den Ausgangswert 1, wenn die Aussage A ( B ( C wahr ist, d. h. mindestens einer der Eingänge den Zustand 1 hat.

8) Inverter 
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Der Inverter besitzt nur einen Eingang und führt eine Negation durch. Ist der Eingangswert A, dann entspricht der Ausgangswert ┐A.

Dualsystem

Wie bereits oben erwähnt, werden diese Schaltungen in der Elektronik und damit auch in digitalen Rechenanlagen verwendet. Da bei digitalen Systemen jedoch die Schaltungswerte auf die beiden Zustände 0 und 1 beschränkt sind, kann das von uns verwendete Dezimalsystem, daß auf der Basis 10 beruht, nicht verwendet werden. Da ein Zahlensystem jede beliebige Basis haben kann, liegt es nahe, im Bereich der digitalen Datenverarbeitung die Basis 2 zu wählen. Dieses Zahlensystem wird Dualsystem oder Binärsystem genannt.

Die Zahl 103 ist aus den Zehnerpotenzen 1 · 102 + 0 · 101 + 3 · 100 zusammengesetzt. Schreibt man nun dieselbe Zahl als Zweierpotenzen an (1 · 26 + 1 · 25 + 0 · 24 + 0 · 23 + 1 · 22 + 1 · 21 +1 · 20), erhält man 1100111. Dualzahlen werden genauso wie Dezimalzahlen addiert (d. h. 0 + 0 = 0; 1 + 0 = 1; 1 + 1 = 10)

Betrachten wir nun die Addition zweier Zahlen. Zählt man beispielsweise die Zahlen 14 und 28 zusammen, dann vollführt man zuerst die Teiladdition von 4 und 8. Das Ergebnis ist 12 und setzt sich aus der Summe 2 und dem Übertrag 1 zusammen. Der Übertrag wird zu den Zahlen 1 und 2 addiert, das ergibt 4. Das Ergebnis lautet also 42. Die Addition von Dualzahlen geht genauso vor sich.

Möchte man nun eine Schaltung zur Addition zweier Dualzahlen entwerfen, muß man berücksichtigen, daß es bei einer Teiladdition, wie oben gezeigt, zu drei verschiedenen Ergebnissen kommen kann: 0, 1 und 10. Im Fall 1 + 1 soll die Summe 0 und der Übertrag 1 herauskommen. Deshalb ist es notwendig, daß die Schaltung zwei Ausgänge hat, damit sowohl die Summe als auch der Übertrag ausgegeben werden kann, wobei die Summe wahrscheinlich ausgewertet/angezeigt wird und der Übertrag an die nächste Teiladdition weitergegeben wird.

Halbaddierer: Für die erste Teiladdition benötigt man eine Schaltung mit zwei Eingängen und zwei Ausgängen (Summe und Übertrag). Diese Schaltung nennt man Halbaddierer. Die Summe entspricht dem „exklusiv-oder“ (A + B), das dann 1 annimmt, wenn die beiden Ausdrücke verschieden sind. Außerdem wollen wir, daß wenn beide Ausdrücke 1 sind, der Übertrag auf 1 gesetzt wird. Dazu verwenden wir eine simple Konjunktion (A & B). Da man, um ein „exklusiv-oder“ mit den drei Grundelementen realisieren zu können, die Aussageform A + B in die Form (A ( B) & ┐(A & B) umwandeln muß, ist es naheliegend, für den Übertrag keine eigene Schaltung zu entwerfen, sondern den Wert von (A & B) direkt aus der Summenschaltung zu entnehmen. Dies wird eine „logische Schaltung mit mehreren Ausgängen“ genannt.

Volladdierer: Für die nachfolgenden Teiladditionen muß natürlich auch der Übertrag der vorhergehenden Teiladdition berücksichtigt werden. Deshalb hat ein Volladdierer drei Eingänge, die mittels A + B + C die Summe und mittels (A & B) ( (C & (A + B)) den Übertrag liefern. Durch eine Kombination eines Halbaddierers mit beliebig vielen Volladdierern können nun beliebig große Dualzahlen addiert werden.
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